Introducao dos tradutores

A teoria da Relatividade Geral (RG), a moderna teoria da gravitagao, foi divulgada
em um artigo publicado em dezembro de 1915, assinado por Albert Einstein [IJ.

No inicio de 1916, a primeira solucdo exata utilizando a RG foi obtida
pelo astronomo Karl Schwarzschild e descreve o espago-tempo (ou o campo
gravitacional, se usarmos a linguagem newtoniana) formado na regiao externa,
sem matéria [2], por uma massa que respeita a simetria esférica. Schwarzschild
provavelmente tinha em mente o espacgo-tempo determinado por uma estrela.
Sua solucao, no entanto, trazia o germe da nocao de buraco-negro, uma das
estruturas mais intrigantes previstas pela RG e, rigorosamente, sem anilogo na
teoria newtoniana.

A criacdo de um modelo cosmologico usando a RG, no entanto, sé viria a ser
abordada em 1917 com o modelo de universo estatico proposto por Einstein no
artigo [3], que é aqui traduzido, ao nosso conhecimento pela primeira vez, para a
lingua portuguesa. E um artigo muito citado, principalmente porque é a primeira
abordagem cientifica, com uma linguagem matematica e utilizando a nova teoria
da gravitagao, de uma possivel descricao do universo como um todo. No entanto,
talvez nao cometamos um erro ao dizer que é pouco lido, e isto nos motiva a
realizar esta tradugao direta do original em alemao. Além do aspecto central
relacionado a criagao de um modelo cosmologico, o artigo traz novos elementos
que mantém o interesse neste texto. Um deles é que, para se obter um universo
estatico, Einstein introduz a constante cosmologica A, que é, hoje, um constituinte
fundamental do modelo padrao da cosmologia, o chamado ACDM. As observagoes
indicam que cerca de 70% do contetido energético do nosso universo seria sob a
forma de A. Outro aspecto, menos popular, mas relacionado de certa forma a
constante cosmologica, é a ideia de uma formulagao unimodular da RG, onde a
métrica é vinculada a ter determinante igual a 1.

Deve-se ressaltar que a construcao de um modelo para o universo como um
todo foi ignorada antes da publicacao do artigo de Einstein de 1917, nao tendo
recebido um tratamento mais completo sequer no ambito da teoria newtoniana, a
teoria gravitacional que prevalecia antes do surgimento da RG. O motivo para isto
nos parece simples: os conhecimentos sobre a estrutura global do universo eram
parcos, vagos e inexatos. Por exemplo, a descoberta de que o universo contém
véarias galaxias além da nossa galaxia, a Via Lactea, s6 viria a ser estabelecida na
década de 1920, anos depois do artigo de Einstein. Muitas estruturas cosmicas,
como as estrelas, aglomerados de estrelas, nebulosas, entre outras, eram conhecidas,
mas ainda nao se tinha ideia do tamanho do universo, de como essas estruturas se
distribuiam no cosmos, do que eram exatamente essas nebulosas, muitas das quais
se revelaram ser galdxias como a nossa.

No seu livro sobre a teoria da Relatividade Geral, publicado em 1922, o fisico-
matematico brasileiro Manoel Amoroso Costa reserva no final pouco espaco para
a discussao sobre a cosmologia, dizendo que, no estagio do conhecimento que se
tinha na época, discutir cosmologia era como tentar discutir a estrutura global dos
oceanos a partir de uma gota coletada no mar [4]. A possibilidade de que o universo
fosse dindmico, podendo estar em expansao, como acreditamos ser o caso hoje, s6
seria evocada também em 1922 pelo matematico russo Alexander Friedmann (ver



a edicao dos Cadernos de Astronomia de 2022, em especial a tradug¢ao comentada
do artigo de Friedmann [5]), recebendo comprovagao observacional poucos anos
depois. A no¢ao mesmo de galéxias s6 se firmaria a partir do chamado Grande
Debate, ha cem anos atras [6]. Nesse contexto, abordar a constru¢ao de um modelo
para o universo era uma tarefa ousada e arriscada.

Mesmo assim, em 1917, Einstein cria o seu modelo cosmologico. E um
universo estatico, pois nao ha evidéncias, naquele momento, de uma dinamica
do universo. Para obter um universo com matéria, mas estatico, Einstein se vé
obrigado a introduzir, nas equacoes da RG, a famosa constante cosmologica.
Hoje, apresentamos a necessidade de introduzir a constante cosmoldgica para se
ter um universo preenchido com matéria, mas estatico, pelo fato da constante
cosmolégica mimetizar um fluido com pressao negativa, contendo portanto efeitos
repulsivos que compensariam a atracao gravitacional da matéria. Mas, no artigo,
Einstein justifica a introducao deste termo (ressaltamos, hoje parte integrante do
modelo cosmolégico padrao relacionado & energia escura) através de uma andlise,
um pouco obscura em certos momentos, do potencial gravitacional no infinito. Ao
considerar um universo finito, com a matéria concentrada em uma certa regiao,
o potencial gravitacional no infinito deve ser constante (nulo, se preferirmos) e
isto, segundo Einstein, levaria a dissolucao da estrutura local, com as estrelas
se dispersando gradativamente. Para provar isto, Einstein usa um argumento
estatistico: em uma distribuicao estatistica das velocidades, uma estrela pode
adquirir velocidade suficiente para escapar da estrutura local, e este processo
pode se repetir sequencialmente. Curiosamente, muito embora o modelo estéatico
elaborado por Einstein tenha sido formulado fazendo mencao a RG, boa parte
do seu raciocinio segue uma estrutura newtoniana. Para evitar a dissolu¢ao do
sistema local, Einstein introduz a constante cosmologica, o que gera um potencial
divergente no infinito espacial e conduz a efeitos repulsivos que contrabalancam a
atracao da matéria. Sabemos hoje, de fato, que a solucao de Schwarzschild para
simetria esférica pode ser generalizada introduzindo-se uma constante cosmologica,
gerando um potencial repulsivo (na linguagem newtoniana) além do potencial
atrativo da matéria. A estrutura geométrica criada por Einstein é a de uma esfera.
Assim, o universo, além de estatico, é finito, o que resolve também o problema da
divergéncia do potencial no infinito espacial, nocao inexistente no caso de uma
esfera finita.

Pouco tempo depois da formulacao do modelo de universo estatico, inglés
Arthur Eddington |[7] mostraria que a construgdo realizada por Einstein era
instavel: qualquer perturbacao na distribuicao de matéria levaria a um colapso
do universo. FEinstein nao apresenta neste artigo nenhuma discussao sobre a
estabilidade, algo que parece crucial em toda configuracao estatica, e que ja tinha
sido fartamente discutido no contexto newtoniano para situagoes particulares de
sistemas mecanicos. Einstein também, em momento algum, como ressaltado na
analise do artigo feito na Ref. [8], aborda o status observacional do modelo que
propoe, muito embora mais tarde ele tenha tentado fazer estimativas através
dos parcos dados observacionais entao disponiveis, obtendo um valor para o
tamanho do universo visivel da ordem de mil vezes menor que o atual. Ha outras
lacunas no texto. Einstein, por exemplo, nao cita os trabalhos de Seeliger [9]
que, aproximadamente 20 anos antes do artigo de 1917, ja tinha introduzido a



constante cosmologica no contexto newtoniano. Por outro lado, ao tratar das
condicoes no infinito, Einstein menciona a possibilidade de introduzir um sistema
de coordenadas onde o determinante da métrica é igual a 1, o que é compativel
com a métrica de Minkowski no infinito. Hoje, esta condicao é denominada de
condi¢cao unimodular, inspirando uma série de modificagoes da RG geral, inclusive
com interessantes consequéncias para uma teoria quantica da gravitagao.

O modelo cosmolégico de Einstein nao resistiu a evolugao subsequente da
cosmologia, com a descoberta da expansao cosmica e o advento de medidas cada
vez mais precisas sobre a estrutura do universo em larga escala. Mas, a construcao
einsteiniana evoca pela primeira vez (pelo menos no contexto relativista) a presenga
da constante cosmologica, que se revelaria posteriormente como uma extensao
natural e mesmo necessaria da RG. Cita-se com frequéncia a frase que é atribuida
a Einstein de que a constante cosmologica teria sido o maior erro de minha vida,
tendo em vista a descoberta da expansao do universo, o que contradiz o modelo
estatico. Ao nosso conhecimento, nao ha um texto de Einstein onde isto tenha
sido dito claramente; parece ter sido uma citacao indireta de conversas que ele
teria tido sobre a questao. Mas o que é certo é o papel ulterior desempenhado pela
constante cosmologica, nos estudos sobre a estrutura do universo: sua presenca
nas equacoes gravitacionais levaria a uma idade do universo compativel com a dos
aglomerados globulares, como enfatizado por Lemaitre nos anos 30 [10]. Além
disso, a identificacao atual com a energia escura e sua conexao com a energia
do vacuo quantico, revela a riqueza escondida nesse novo termo das equacoes
gravitacionais. A mencao a condicao unimodular também esconde uma nova
possibilidade de teorias gravitacionais geométricas e que, aparentemente, aborda
satisfatoriamente os problemas relacionados com o valor teérico extremamente
grande da energia do vacuo.

Na década de 90 do século passado, uma nova descoberta observacional
revolucionou o nosso entendimento do universo: a expansao cosmoldgica estéi
acelerada. Para explicar isso, como tinha sido no caso do universo estatico de
Einstein, torna-se também necessiria uma forma de antigravidade. Dessa vez,
porém, o modelo tedrico j& existia: a constante cosmoldgica de Einstein.

O artigo de 1917 de Einstein constitui uma intrigante leitura, inclusive naquilo
que ele se revelou incorreto no contexto estatico, mas frutifero em um contexto
mais geral.

Julio C. Fabris
Oliver F. Piattella
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Consideracoes cosmologicas sobre a teoria geral
da relatividade®

Por A. EINSTEIN.

E bem conhecido que a equacdo diferencial de Poisson:
Ap =4nKp (1)

em relagao a equacao do movimento do ponto material, ainda nao substitui
completamente a teoria newtoniana da acdo a distancia. E necessario acrescentar
a condicao de que, no infinito espacial, o potencial ¢ tende a um valor limite
constante. Algo semelhante ocorre na teoria gravitacional da relatividade geral;
também aqui devem ser acrescentadas condi¢oes de contorno no infinito espacial,
caso se considere o universo como espacialmente infinito.

No tratamento do problema planetario, escolhi essas condicoes de contorno na
forma da seguinte suposicao: é possivel escolher um sistema de referéncia tal que
todos os potenciais gravitacionais g, se tornem constantes no infinito espacial. No
entanto, nao é de modo algum evidente a priori que se possam adotar as mesmas
condigoes de contorno ao considerar porcoes maiores do mundo material. No que
se segue, apresento as reflexdes que fiz até agora sobre essa questao de importancia
fundamental.

§ 1. A teoria newtoniana

E bem conhecido que a condicdo de contorno newtoniana de um limite constante
para ¢ no infinito espacial conduz & concepc¢ao de que a densidade da matéria tende
a zero no infinito. Suponhamos que exista um ponto no espaco em torno do qual
o campo gravitacional da matéria, considerado em grande escala, possua simetria
esférica (centro). Entdo, da equagao de Poisson, segue-se que a densidade média p
deve decrescer para zero mais rapidamente que 1/7? com o aumento da distancia
r do centro, para que ¢ tenda a um limite no inﬁnito.F_:] Nesse sentido, o universo
é finito segundo Newton, embora possa possuir massa total inﬁnitaE]

*Titulo original:  Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitdtstheorie..
Publicado em: Sitzungsberichte der Koniglich Preuflischen Akademie der Wissenschaften
(Berlin), 1917, Seite 142-152. Traduzido e comentado por Julio C. Fabris e Oliver F. Piattella.

1p & a densidade média da matéria, construida para um espaco que é grande em relacdo
a distancia das estrelas fixas mais proximas, mas pequeno em relacdo as dimensoes do inteiro
sistema estelar.

2NdT. Supondo apenas simetria esférica para o potencial gravitacional e para a densidade,
ou seja, ¢ = ¢(r) e p = p(r), a equagdo de Poisson se torna:

1d(2d¢
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Segue-se disso que a radiacdo emitida pelos corpos celestes abandonara
parcialmente o universo newtoniano, propagando-se radialmente para o exterior e
perdendo-se sem efeito no infinito. Nao poderia o mesmo ocorrer com os proprios
corpos celestes? E dificil negar essa possibilidade. De fato, a partir da suposicdo
de um limite finito para ¢ no infinito espacial, segue-se que um corpo celeste
dotado de energia cinética finita pode alcancar o infinito espacial, superando
as forcas de atracdo newtonianas. Segundo a mecénica estatistica, esse caso
deve ocorrer repetidamente, desde que a energia total do sistema estelar seja
suficientemente grande para permitir que, transferida a um tnico corpo celeste,
possibilite a viagem ao infinito, da qual nunca retornara.

Poder-se-ia tentar escapar dessa dificuldade peculiar supondo que o potencial
limite no infinito fosse muito elevado. Tal caminho seria viavel se o comportamento
do potencial gravitacional nao fosse condicionado pelos proprios corpos celestes.
Na realidade, somos levados necessariamente a concepc¢ao de que o surgimento de
significativas diferencas de potencial do campo gravitacional estd em contradicao
com os fatos observados. Essas diferencas devem ser tao pequenas que as
velocidades estelares por elas produzidas nao excedam as efetivamente observadas.

Se aplicarmos a lei de distribuicao de Boltzmann para moléculas de gas
as estrelas, comparando o sistema estelar a um gis em movimento térmico
estacionario, conclui-se que o sistema estelar newtoniano nem pode sequer existir.
Como & diferenca finita de potencial entre o centro e o infinito corresponde a uma
razao finita das densidades, o desaparecimento da densidade no infinito implica,
portanto, o desaparecimento da densidade no CentroE]

Essas dificuldades dificilmente podem ser superadas no ambito da teoria
newtoniana. Pode-se perguntar se elas podem ser eliminadas por uma modificacao
da teoria de Newton. Nesse sentido, indicamos inicialmente um caminho que, por
si s6, nao pretende ser levado a sério; serve apenas para tornar mais claro o que
se segue. Substituimos a equacao de Poisson por:

Ap— \p = 47Kp, (2)

onde A\ é uma constante universal. Se py for a densidade (uniforme) de uma

distribuicao de massa, entao:
4T K

¢:_ A\ Lo (3)

¢ uma solucao da equacao . Essa solucao corresponde ao caso em que a
matéria das estrelas fixas estd distribuida uniformemente no espaco, sendo pg
igual & densidade média efetiva da matéria do universo. A solucao corresponde a
uma extensao infinita de um espago preenchido uniformemente por matéria. Se
imaginarmos, sem alterar a densidade média, que a matéria esteja distribuida de
forma localmente nao uniforme, entao sobre o valor constante de ¢ da equacgao (3)

Para que o campo gravitacional tenda a um limite finito ¢ para r — oo, precisamos que ¢ =
c+r~", com n > 0. Consequentemente, temos que p < r~"~2 e, integrando esta densidade para
determinar a massa, obtemos M oc 7~ "1, que pode divergir ao infinito se n < 1.

3NdT. Essa afirmagao deve ser colocada no ambito da mecénica estatistica: como a densidade
é proporcional ao fator de Boltzmann, p & e, a razdo entre densidades sera: p/py = e Plo—¢o),
Portanto, se a diferenga ¢ — ¢ se mantém constante e p vai para zero, necessariamente py tera
que ser zero também.



se sobrepora um potencial adicional ¢ que, na vizinhanca de massas mais densas,
serd tanto mais semelhante a um campo newtoniano quanto menor for A¢ em
comparacao com 4m K p.

Um universo assim feito nao teria centro em relacao ao campo gravitacional.
Nao seria necessario supor um decaimento da densidade no infinito espacial, mas
tanto o potencial médio quanto a densidade média permaneceriam constantes até
o infinito. O conflito com a mecanica estatistica constatado na teoria newtoniana
nao existe aqui. A matéria encontra-se em equilibrio a uma densidade determinada
(extremamente pequena), sem que sejam necessarias forgas internas da matéria
(pressao) para manter esse equilibrio.

§ 2. As condicoes de contorno segundo a teoria da
relatividade geral

No que se segue, conduzo o leitor pelo caminho um tanto indireto e acidentado
percorrido por mim mesmo, porque somente assim posso esperar despertar
interesse pelo resultado final. Chego, com efeito, a opiniao de que as equacoes
de campo da gravitacao por mim até agora representadas ainda necessitam de
uma pequena modificacao, a fim de evitar, com base na teoria da relatividade
geral, aquelas dificuldades de principio que expusemos no paragrafo anterior para
a teoria newtoniana. FEssa modificacao corresponde exatamente & passagem da
equacao de Poisson para a equacao do paragrafo anterior. Resulta, entao,
por fim, que condicoes de contorno no infinito espacial tornam-se totalmente
desnecessarias, uma vez que o continuo do universo, no que diz respeito a sua
extensao espacial, deve ser concebido como um todo fechado em si mesmo, de
volume espacial (tridimensional) finito.

A opinido que mantive até pouco tempo atras acerca das condi¢oes de contorno
a serem impostas no infinito espacial baseava-se nas seguintes consideracoes.
Em uma teoria da relatividade consequente, nao pode haver inércia em relacao
ao “espaco’, mas apenas uma inércia das massas umas em relagao as outras.
Se, portanto, eu afastar uma massa de todas as demais massas do mundo a
uma distancia espacial suficientemente grande, sua inércia deve decair até zero.lz_f]
Procuramos formular matematicamente essa condicao.

De acordo com a teoria da relatividade geral, o momento (negativo)ﬂ é dado
pelas trés primeiras componentes e a energia pela tltima componente do tensor
covariante, multiplicada por \/—_gﬁ

dx,
my—g gyaE (4)

4NdT. Essa ¢ a famosa concepcdo Machiana da inércia: nio uma propriedade intrinseca,
absoluta de um corpo, mas uma propriedade relativa a todos os demais corpos presentes no
universo.

SNdT. E negativo por causa da assinatura métrica escolhida por Einstein.

6NdT. Aqui, Einstein emprega a convencao de Einstein: indices repetidos sio somados. Neste
artigo, a componente temporal é a quarta, com indice 4.




onde, como sempre, tem-se que
ds® = g,, dz,dz, . (5)

No caso particularmente claro em que o sistema de coordenadas pode ser escolhido
de modo que o campo gravitacional seja espacialmente isotropico em todo ponto,
tem-se uma forma mais simples

ds® = — A (dz] + dx3 + dx3) + Bdx; . (6)

Se, adicionalmente[']

Vg=1=VAB, (7)

obtém-se, para pequenas velocidades, em primeira aproximacgao da equacao ,
para as componentes do momento,

o do A dee o A da (8)
VB dzy VB dxy VB dz,

e para a energia (no caso de repouso),
mvVB. (9)

Das expressoes do momento segue-se que m+/A/B desempenha o papel da massa
inercial. Como m é uma constante propria do ponto material, independente de
sua posicao, essa expressao sO pode desaparecer no infinito espacial, sob a validade
da condicao sobre o determinante, se A decrescer até zero, enquanto B crescer
até o infinito. Tal degeneracao dos coeficientes g,, parece, portanto, ser exigida
pelo postulado da relatividade de toda a inércia. Essa exigéncia implica também
que a energia potencial mvB do ponto no infinito torne-se infinitamente grande.
Assim, um ponto material jamais pode abandonar o sistema; uma investigacao
mais detalhada mostra que o mesmo também valeria para os raios de luz. Um
universo com tal comportamento dos potenciais gravitacionais no infinito nao
estaria, portanto, sujeito ao perigo de esvaziamento que anteriormente discutimos
para a teoria newtoniana.

Observo que as hipoteses simplificadoras sobre os potenciais gravitacionais, nas
quais se baseou essa consideracao, foram introduzidas apenas por razoes de clareza.
Podem-se encontrar formulacoes gerais para o comportamento dos g, no infinito
que expressem o essencial da questao sem outras restricoes.

Examinei entao, com a gentil ajuda do matematico J. Grommer, campos
gravitacionais estéticos, esfericamente simétricos, que degeneravam no infinito da
maneira indicada. Os potenciais gravitacionais g,, foram assumidos e, a partir
deles, calculou-se, com base nas equagoes de campo da gravitagao, o tensor de
energia T}, da matéria. Verificou-se, porém, que para o sistema das estrelas fixas,
tais condicoes de contorno nao podem ser consideradas de forma alguma, como
também foi corretamente salientado recentemente pelo astronomo de Sitter.

"NdT. Essa é chamada de condicio de unimodularidade e é uma condicio estudada ainda
hoje.
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De fato, o tensor de energia contravariante 7" da matéria ponderavel ¢ dado

por:

dxt dx”
~Ps Tds
onde p representa a densidade da matéria medida de forma natural. Em um
sistema de coordenadas adequadamente escolhido, as velocidades estelares sao
muito pequenas em comparacao com a velocidade da luz. Pode-se, portanto,
substituir ds por ,/gas dzy. Disso se reconhece que todas as componentes de T,
em comparacao com a ultima componente T4, devem ser muito pequenas. Essa
condicao, porém, nao podia, de modo algum, ser conciliada com as condigoes de
contorno escolhidas. A posteriori, esse resultado nao parece surpreendente. O
fato de que as estrelas possuam baixa velocidade leva a concluir que, em nenhum
lugar onde haja estrelas, o potencial gravitacional (no nosso caso \/E) possa ser
notavelmente maior que na nossa regiao; isso segue de consideracoes estatisticas,
exatamente como no caso da teoria newtoniana. De qualquer forma, nossos calculos
tém me levado a convicgao de que tais condigoes de degeneragao para os g, no
infinito espacial nao podem ser postuladas.ﬂ

Frente ao fracasso deste tentativo, apresentam-se em seguida duas
possibilidades:

a) Requere-se que, como no problema dos planetas, que no infinito espacial os
g e aproximam aos valores

T (10)

-1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 =10 (1)
0 0 0 1

num referencial oportunamente escolhido.

b) Nao se associa, de fato, nenhuma validade geral as condi¢oes requeridas
para o contorno no infinito espacial: deve-se fornecer os g,, na fronteira espacial
da regiao observada para o caso individual, como se costumava fazer de forma
especial para as condigoes iniciais temporais.

A possibilidade b nao corresponde a uma solucao do problema, mas & rentncia
de encontrar a propria solugao. Esse ¢ um ponto de vista incontestavel que,
no momento, vem sendo adotado por de Sitter. Devo, porém, confessar que é
dificil para mim desistir dessa forma em relacao a essa questao de principio. Vou
mudar de ideia a respeito disso somente quando todos os esforcos para extrair uma
interpretacao satisfatoria se mostrarem intteis.

A possibilidade a é, em varios aspectos, insatisfatoria. Primeiramente,
tais condicoes de contorno fixam um determinado sistema de referéncia, o que
contradiz o espirito do principio da relatividade. Em segundo lugar, renuncia-se,
com essa suposicao, a satisfazer o requerimento da relatividade da inércia. A
inércia de uma massa puntiforme de massa m medida naturalmente é, de fato,
dependente dos g,,: esses, porém, diferenciam-se apenas um pouco dos valores

8NdT. A degeneracao da métrica ao infinito nio é compativel com o tensor energia-momento
descrito neste paragrafo. Isso ndo é mostrado explicitamente, mas Einstein sugere que esse
resultado se encontra a partir das equagoes de campo da Relatividade Geral.



postulados anteriormente para o infinito espacial. Dessa forma, a inércia seria
certamente influenciada pela matéria presente a uma distancia finita, mas nao
seria completamente determinada por esta. Se fosse dado somente um ponto
massivo, esse possuiria inércia segundo essa interpretacao e uma inércia quase
igual aquela no caso em que esse ponto fosse circundado pelas demais massas do
nosso universo real. Enfim, contra essa interpretacdao, sao de novo validas aquelas
ideias estatisticas que foram apresentadas para a teoria newtoniana.

Desce do que foi dito até agora que nao consegui definir as condicoes de borda
no infinito espacial. Mesmo assim, existe ainda mais uma possibilidade, sem
que seja necessaria a renuncia dada no ponto b. Isto é, se fosse possivel que
0 universo, na sua extensao espacial, fosse um continuo fechado, nao teriamos,
entao, necessidade alguma daquelas condicoes de borda. No que se segue, mostra-
se que tanto a exigéncia da relatividade geral quanto o fato observacional das
pequenas velocidades das estrelas estao em acordo com a hipotese de um universo
fechado; por outro lado, torna-se necessaria, para o desenvolvimento dessa ideia,
uma modificagao global das equacoes de campo da gravitagao.

§ 3. O mundo espacialmente fechado com matéria
uniformemente distribuida

O carater métrico (curvatura) do continuo espago-temporal quadridimensional é
determinado, segundo a teoria da relatividade geral, em cada ponto pela matéria
ali presente e pelo seu estado. A estrutura métrica desse continuo deve, portanto,
devido & distribuicao nao uniforme da matéria, ser necessariamente extremamente
complexa. Se, porém, nos interessa apenas a estrutura em grande escala, podemos
imaginar a matéria como uniformemente distribuida por regioes imensas do espago,
de modo que sua densidade de distribuicao se torne uma funcao extremamente
lentamente variavel. Procedemos aqui de modo analogo ao dos geodesistas, que
aproximam a superficie da Terra — extremamente complicada em pequena escala
— por um elipsoide.

O fato mais importante que conhecemos, a partir da experiéncia, acerca da
distribuicao da matéria, ¢ que as velocidades relativas das estrelas sao muito
pequenas em comparacao com a velocidade da luz. Creio, portanto, que podemos
inicialmente basear nossa consideracao na seguinte hipotese aproximativa: existe
um sistema de coordenadas em relacao ao qual a matéria pode ser considerada
permanentemente em repouso. Relativamente a esse sistema, o tensor de energia
contravariante 7" da matéria, conforme a equacao , assume uma forma simples

(12)

O escalar p da densidade (média) de distribui¢do pode, a priori, ser uma funcao
das coordenadas espaciais. Se, porém, assumirmos que o universo é espacialmente
fechado em si mesmo, torna-se natural a hipdtese de que p seja independente da
posicao; essa hipotese sera adotada no que segue.
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No que diz respeito ao campo gravitacional, segue-se da equagao do movimento

do ponto material
d*z, af) dry dzs
i iad LA 1

d32+{v}ds ds 0, (13)

que um ponto material s6 pode permanecer em repouso em um campo gravitacional
estatico se g44 for independente da posicdo. Como, além disso, supomos a
independéncia da coordenada temporal z, para todas as grandezas, podemos
exigir para a solucao procurada que, para todos os x,,

gua=1. (14)
Como é usual em problemas estaticos, deve-se ainda impor
914 =924 = g3a = 0. (15)

Resta agora fixar aquelas componentes do potencial gravitacional que determinam o
comportamento puramente geométrico-espacial do nosso continuo (gll, g12, - - - g33).
Da nossa hipotese de uniformidade na distribuicao das massas geradoras do campo,
segue-se que a curvatura do espago métrico procurado também deve ser constante.
Para essa distribuicao de massas, o continuo fechado dos =z, xy, 3 procurado,
definido pelos valores constantes de x4, sera, portanto, um espaco esférico.
Podemos chegar a tal espaco, por exemplo, do seguinte modo. Partimos de um
espaco euclidiano quadridimensional com coordenadas &, &9, &3,&4 € elemento de
linha do, tal que
do® = d&} + d€; + d&s + dE; (16)

Nesse espaco, consideramos a hipersuperficie
R =& +&+&+61, (17)

onde R é uma constante. Os pontos dessa hipersuperficie formam um continuo
tridimensional, um espaco esférico de raio de curvatura R.

O espaco euclidiano quadridimensional do qual partimos serve apenas para
a definicao conveniente da hipersuperficie. O que nos interessa sao apenas oS
pontos desta tltima, cujas propriedades métricas devem coincidir com as do espago
fisico no caso de uma distribuicao uniforme da matéria. Para a descricao desse
continuo tridimensional, podemos utilizar as coordenadas 1, &, &3 (projecao sobre
o hiperplano & = 0), pois & pode ser expresso em termos de 1, &, &3 por meio da
equacao . Eliminando &, do elemento de linha , obtém-se para o elemento
de linha do espaco esférico

do® = Tuv d&udgu ) (18)
§ubv
Y = O + RQI—_pQ ) (19)

onde 6, = 1se u=wv,68, =0sepu+#uv, ep =&+ +E. As coordenadas
escolhidas sao particularmente convenientes para o estudo da vizinhanca de um
dos dois pontos & = & = &3 = 0.
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Com isso, o elemento de linha do universo espaco-temporal quadridimensional
procurado também fica determinado. Devemos, evidentemente, impor, para os
potenciais g,, cujos dois indices sao diferentes de 4,

T,T
=— (6, + i : 20

I (“” R = (o] + 23 + 23) 20)
0 que, em conjunto com as condicoes e (15), determina completamente o
comportamento de réguas, relogios e raios de luz no universo quadridimensional
considerado.

§ 4. Sobre um termo adicional a ser introduzido nas
equacoes de campo da gravitacao

As equacbes de campo da gravitagdo que propus tém, para um sistema de
coordenadas arbitrariamente escolhido, a forma’|

1
G;w =—K (T,uu - §g/wT> )

=gt {5 1
L Ev=g {W}am—\/__g. (21)

O0x,0x, o 0z,

O sistema de equagoes nao ¢é satisfeito quando se inserem, para os
potenciais g,,, os valores dados pelas equagoes (14), e (20), e, para o tensor
(contravariante) de energia da matéria, os valores indicados em (12). Como
esse calculo pode ser realizado de forma conveniente serd mostrado no paragrafo
seguinte. Se, portanto, fosse certo que as equacgoes de campo até agora por
mim utilizadas fossem as tnicas compativeis com o postulado da relatividade
geral, deveriamos concluir que a teoria da relatividade nao admite a hipotese de
um mundo espacialmente fechado.

O sistema de equacoes admite, contudo, uma extensao natural, compativel
com o postulado da relatividade, que é completamente andloga a extensao da
equacao de Poisson dada pela equacao . Podemos, com efeito, acrescentar ao
primeiro membro das equagoes de campo um termo proporcional ao tensor
fundamental g,,, multiplicado por uma constante universal ainda desconhecida
—\, sem que a covariancia geral seja destruida. Assim, colocamos no lugar da
equagao de campo (21))

1
G — A = —K (TW — §gw,T) . (22)

Além disso, essa equacao de campo é, para valores suficientemente pequenos de \,
certamente compativel com os fatos empiricos estabelecidos no sistema solar. Ela

NdT. Aqui Einstein representa o tensor de Ricci com G,,. Em nota¢do moderna, o tensor
de Ricci ¢ indicado com R, e Gy = Ry — gWR/2 representa o tensor de Einstein.
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satisfaz igualmente as leis de conservagdo do momento e da energia, pois se chega
a essa equacao em lugar de substituindo, no principio hamiltoniano, o
escalar do tensor de Riemann por esse mesmo escalar acrescido de uma constante
universal; tal principio garante, como é sabido, a validade das leis de conservacao.
Que a equacao de campo modificada seja compativel com nossos pressupostos
acerca do campo gravitacional e da matéria serd demonstrado a seguir.

§ 5. Execucao do calculo. Resultado

Como todos os pontos do nosso continuo sao equivalentes, basta realizar o calculo
em um Gnico ponto, por exemplo, em um dos dois pontos com coordenadas x; =
Ty = x3 = x4 = 0. Dessa forma, deve-se inserir na (22)) para os g,, os valores

-1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 =10 (23)
0 0 0 1

em todos os lugares onde aparecem diferenciados uma vez s, ou nenhuma mesmo.
Obtém-se, em primeiro lugar,

G, -0 [W]+ ) [W} B [W%aﬂw_—g' 24)

1 2 +8_:cg 3 0x,0x,

81’1

8513'3

Lembrando as ([L4)), e (20), verifica-se facilmente que todas as equagoes de
campo sao satisfeitas, desde que se cumpram simultaneamente as duas relagoes

2 Kp
= 4= 2
Kkp
=" 2
2 (26)
ou ]
M
A= 5 2R (27)

A constante universal )\, introduzida recentemente, determina assim tanto a
densidade média de distribuicao p, que pode permanecer em equilibrio, quanto o
raio R do espaco esférico e, consequentemente, o seu volume V = 272R3. A massa
total M do mundo é, segundo nossa concepcao, finita e dada por

V3272
M =p-2r°R® = 4n*— = T .
K 1/,«-;;3/)

A interpretacdo teodrica do universo real seria, portanto, caso ele corresponda as
nossas consideracoes, a seguinte. O carater de curvatura do espago é, conforme a
distribuicao da matéria, varidvel no tempo e no espaco, mas pode ser aproximado
em grande escala por um espago esférico. Em todo caso, essa concepcao é
logicamente isenta de contradicoes e, do ponto de vista da teoria da relatividade
geral, a mais natural; se ela é sustentdvel ou nao a luz do conhecimento

(28)
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astronomico atual nao serda aqui investigado. Para alcancar essa concepgao livre
de contradicgoes, foi necessario introduzir uma extensao das equagoes de campo da
gravitacao que nao ¢é justificada pelo nosso conhecimento empirico da gravitacao.
Deve-se, contudo, salientar que uma curvatura positiva do espaco resulta da
matéria nele contida mesmo sem a introducao desse termo adicional; este se torna
necessario apenas para possibilitar uma distribuicao quase estatica da matéria,
conforme exigido pelo fato das pequenas velocidades estelares.

Publicado em 15 de fevereiro de 1917.
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