9. A teoria de Planck da radiacao e a teoria do
calor especifico;”

por A. Einstein.

Em dois trabalhos anteriores!) mostrei que a interpretacao da lei de parti¢ao
de energia da radiacao de corpo negro, no sentido da teoria de Boltzmann da
segunda lei da termodinamica, nos leva a uma nova interpretacao dos fené6menos
de emissao e absorcao de luz, o que certamente ainda nao possui de forma alguma
o cardter de uma teoria completa, mas que, no entanto, é notavel na medida em
que facilita a compreensao de uma série de regularidades (empiricas, NdT'). No
presente trabalho serd mostrado que a teoria da radiacao — e especialmente a
teoria de Planck — leva a uma modificacao da teoria cinético-molecular do calor,
através da qual algumas dificuldades que até entdao impediam a realizacao dessa
teoria sao removidas. Haverda também alguma relagao entre os comportamentos
térmico e 6ptico de corpos rigidos.

Em primeiro lugar, queremos fornecer uma deducao da energia média do
ressonador de Planck que nos permita reconhecer claramente sua relacao com a
mecanica molecular.

A este respeito, usamos alguns resultados da teoria molecular geral do calor.!)
Seja o estado de um sistema, no sentido da teoria molecular, completamente
determinado pelas (muitas) variaveis Py, P ... P,. O desenvolvimento de processos
moleculares ocorre de acordo com a equagao

dpP,
dt :(I)V(Pl,PQ...Pn), (1/21,27’L>

e seja valido para todos os valores de P, a relacao

0o,
oP,

0. (1)

Seja também uma parte do sistema dos P, determinada pelas variaveis p; ...

m
(que pertencem aos P,), e assumamos que a energia de todo o sistema possa ser
pensada com uma grande aproximagao composta por duas partes, das quais uma

*Titulo original: Die Plancksche Theorie der Strahlung und die Theorie der spezifischen
Wirme. Publicado em: Annalen der Physik 22 (1907): 180-190. Traduzido por Oliver F.
Piattella.

'A. Einstein, Ann. d. Phys. 17. p. 132. 1905 e 20. p. 199. 1905.



(E) depende apenas de p; ...pn,, enquanto a outra é independente delas. Além
disso, seja F infinitamente pequena em relacao a energia total do sistema.

A probabilidade dW para a qual p, se encontram em um instante arbitrario de
tempo em uma regiao infinitamente pequena (dpi,dps...dp,,) é, portanto, dada
pela equagao?)

dW = Ce 7 Pdp, ... dp,, . 2)

Aqui C' é uma fun¢do da temperatura absoluta (7'), N é o nimero de moléculas
em uma mole, R é a constante da equacao dos gases referida & mole.
Escrevendo

/dE dpy . . dpm = w(E)dE 3)

onde a integral deve ser estendida sobre todas as combinacdes de p, que
correspondem as energias entre F e E + dFE, é assim obtido

AW = Ce #rPy(E)dE . (4)

Usando como variaveis P, as coordenadas do centro de gravidade e os componentes
das velocidades das massas pontuais (atomos, elétrons), e assumindo que as
aceleracoes dependam apenas das coordenadas, mas nao das velocidades, temos
assim a teoria cinética-molecular do calor. A relagao (1) é satisfeita aqui, de modo
que a equacgao (2) também é valida.

Em particular, imaginando escolher como sistema de p, uma particula
elementar que possa realizar oscilagoes sinusoidais ao longo de uma linha reta, e
indicando com z e &, respectivamente, sua distancia da posicao de equilibrio e a
velocidade instantanea, conseguimos assim

AW = Ce™ #rPdzde . (2a)
e, ja que [ dxd€ = costante dE, portanto, devemos estabelecer w = constante?):

dW = constante e *rEdE | (3a)
Portanto, o valor médio de energia da particula é:

5_ JBew dE _ RT )
B fe’%EdE N

A féormula (4) também pode obviamente ser aplicada a um ion em movimento
oscilatorio retilineo. Fazendo isso e considerando que entre o valor médio da energia
e a densidade p, da radiagao do corpo negro para uma determinada frequéncia deve
ser valida, de acordo com Planck?*), a relagao

B 3
EU = —SQV ) (6)

2A. Einstein, Ann. d. Phys. 11. p. 170 e seguintes, 1903.
3pois é necessario estabelecer F = ax? + b¢2.
4M. Planck, Ann. d. Phys. 1. p. 99. 1900.



removendo E de (4) e (5), chegamos & férmula de Rayleigh

7R87T7/2
N I3

Ov

que, como é bem conhecido, s6 faz sentido como uma lei limite para grandes valores
de T'/v.

Para chegar a lei de Planck da radiacao do corpo negro, pode-se proceder da
seguinte forma.”) Mantendo a equagiao (5), assume-se, portanto, que a relagao
entre a densidade de radiacdo e E é corretamente dada pela teoria da eletricidade
de Maxwell. Por outro lado, a equagao (4) é abandonada, ou seja, assume-se que
o uso da teoria cinética molecular cause a contradicao com o experimento. No
entanto, nos limitamos as formulas (2) e (3) da teoria molecular geral do calor.
Em vez de colocar, de acordo com a teoria cinética molecular,

w = constante ,

colocamos w = 0 para todos os valores de F que nao sejam extraordinariamente
proximos dos valores 0, ¢, 2¢, 3¢, etc. Seja w diferente de zero apenas entre 0 e
0+ «, entre ¢ e € + «, entre 2¢ e 2 + «, etc. (onde « é infinitamente pequeno em
comparagao com ¢), de tal forma que

a eta 2e+a
/wdE:/ wdE:/ wdlE =---=A.
0 € 2e

Esta imposi¢ao implica, como pode ser visto pela equacao (3), a hipotese de que a
energia do sistema fisico elementar considerado assume apenas aqueles valores que
sao infinitamente préximos de 0, €, 2¢, etc.

Usando a hipotese para w que acabamos de descrever, obtemos, com a ajuda
de (3):

pod Ee 7rPw(E)dE 0+ Ace™7r° + A2ce” 7% 4 ..

Ik e wrPw(E)dE A+ Ae"Rrr® 4 Ae w4
£

N
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Colocando agora e = (R/N)fv (de acordo com a hipotese dos quantos) obtemos:

R
v
Br
erT —1 7

E= (7)

e, com a ajuda de (5), a formula de radiagdo de Planck:

_ 8t R P
=GN BT

A equacao (7) fornece a dependéncia da energia média do ressonador de Planck
em relagao a temperatura.

5Cf. M. Planck, Licdes sobre a teoria da radiagao do calor, J. Ambr. Barth. 1906. §§ 149,
150, 154, 160, 166.



De cima, é claro em que sentido a teoria cinética molecular do calor deve ser
modificada, de modo que seja trazida de volta em harmonia com a lei da particao
da radiacao do corpo negro. Enquanto até agora se pensava que os movimentos
moleculares fossem sujeitos as mesmas leis que se aplicam ao movimento dos corpos
do nosso mundo sensivel (n6s essencialmente adicionamos apenas o postulado de
reversibilidade completa), agora precisamos, para fons capazes de oscilar com uma
determinada frequéncia e que podem mediar uma troca de energia entre matéria
e radiacao, supor que a variedade de estados que eles sao capazes de assumir seja
menor da dos corpos macroscopicos. Devemos, de fato, supor que o mecanismo de
transferéncia de energia é tal que a energia da estrutura elementar s6 pode assumir
valores. Deveriamos, de fato, supor que o mecanismo de transferéncia de energia
seja tal que a energia da estrutura elementar s6 possa assumir valores 0, (R/N)fv,
2(R/N)pv, etc.5)

Agora acredito que nao podemos ficar satisfeitos com este resultado. De fato,
isso impoe a questao: se na teoria da troca de energia entre a radiacao e a matéria
a estrutura elementar assumida nao pode ser interpretada no sentido da teoria
cinética-molecular de hoje, entao nao deveriamos modificar a teoria também para
as outras estruturas periodicamente oscilantes, que usam a teoria molecular do
calor? Em minha opiniao, a resposta nao é duvidosa. Se a teoria de Planck atinge
o cerne da questao, entao devemos esperar encontrar contradi¢coes em outras areas
da teoria do calor também entre a teoria cinética molecular e o experimento, que
podem ser removidas como mostrado. Na minha opiniao, é exatamente isso o que
acontece, como tentarei mostrar a seguir.

A suposicao mais simples que pode ser feita sobre o movimento térmico em
corpos rigidos é que os atomos individuais contidos neles realizem oscilacoes
harmonicas em torno da posicao de equilibrio. Sob esta hipotese obtemos, através
do uso da teoria cinética-molecular (equagao (4)), e considerando que trés graus
de liberdade de movimento devem ser atribuidos a cada atomo, para o calor
especifico da substancia relacionada a uma mole

c=3Rn
ou — expresso em calorias por grama —
c=5,9%n ,

quando n denota o nimero de &tomos em uma molécula. Sabe-se que esta relacao é
satisfeita com notavel precisao para a maioria dos elementos e para muitas ligas em
estado solido de agregacao (lei de Doulong-Petit, regra de F. Neumann e Kopp).

No entanto, considerando os fatos mais precisamente, ha duas dificuldades que
parecem estabelecer um limite estrito para o uso da teoria molecular.

5Por outro lado, é claro que esses pressupostos também devam ser estendidos a corpos
que podem oscilar e que sao compostos por um numero arbitrariamente grande de estruturas
elementares.



1. Existem elementos (carbono, boro e silicio) que no estado solido as
temperaturas usuais apresentam um calor especifico atémico consideravelmente
menor que 5,94. Além disso, todas as ligas solidas que contenham oxigénio,
hidrogénio ou pelo menos um dos elementos mencionados acima tém um calor
especifico por mole menor do que 5, 94n.

2. O Sr. Drude mostrou’) que fenomenos 6pticos (dispersao) levam a conclusio
de que a cada atomo em uma liga correspondem muitas massas elementares em
movimento independentes umas das outras, uma vez que ele conseguiu reconduzir
com sucesso as frequéncias proprias no infravermelho as oscilagoes do atomo (ions
atomicos), enquanto as ultravioletas as oscilagoes dos elétrons. Dai surge uma
segunda dificuldade importante para a teoria cinética molecular do calor, uma vez
que o calor especifico - uma vez que o nimero de massas pontuais em movimento
por molécula é maior do que o de atomos - deveria exceder muito o valor 5, 94n.

De acordo com o acima exposto, deve notar-se o seguinte. Se considerarmos
o que transporta calor nos corpos rigidos como uma estrutura que oscila
periodicamente e cuja frequéncia nao depende de sua energia de oscilacao, nao
podemos esperar, de acordo com a teoria da radiacao de Planck, que o calor
especifico sempre tenha o valor 5,94n. Alias, devemos usar a (7)

3R pv
—

NeT -1
A energia de N dessas estruturas elementares, medida em calorias, tem, portanto,
o valor:

151%

Bv )
eT —1
de modo que cada estrutura elementar desse tipo contribui para o calor especifico
por mole com o valor

E =
9,94
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S
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Resumindo todos os tipos de estruturas elementares em oscilagao que se encontram
na substancia solida em questao, obtemos, portanto, para o calor especifico por
mole a expressao®)

5,94 (8)

By (B2
c:5,94ZM. (8a)

A figura abaixo mostra o valor da expressio (8) em fungdo de x = (T/Bv).%)
Quando (7'/pv) > 0,9 a contribuigao da estrutura para o calor especifico molecular
nao difere muito do valor 5,94, que também é obtido a partir da teoria da cinética
molecular até agora aceita; isso acontece, quanto menor for v, para temperaturas
igualmente baixas. Por outro lado, se (T/frv < 0,1) a estrutura elementar em
questao nao contribui significativamente para o calor especifico. Para valores
intermediarios, hd um crescimento da expressdo (8) inicialmente abrupto, depois
lento.
"P. Drude, Ann. d. Phys. 14. p. 677. 1904.

80 raciocinio pode ser facilmente estendido a corpos anisotrépicos.
9comparem a linha pontilhada.
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Do que foi dito, a principio segue que os elétrons capazes de oscilar, assumido
para a explicacao das frequéncias proprias ultravioleta, nao podem contribuir
significativamente para o calor especifico para temperaturas usuais (7" = 300);
isso é porque a desigualdade (T'/5v) < 0,1 se torna, para T' = 300, a desigualdade
A < 4,811 Se, por outro lado, uma estrutura elementar satisfaz a condicao
A > 484 entao, de acordo com o acima, deve contribuir para o calor especifico
proximo a 5,94 por mole, a temperatura usual.

Ja que para as frequéncias naturais infravermelhas temos em geral que \ >
4,841, de acordo com a nossa interpretacao, estas devem contribuir para o calor
especifico, quanto mais significativo quanto maior for o A em questao. De acordo
com a pesquisa de Drude, essas frequéncias proprias sao atribuiveis aos mesmos
atomos ponderaveis (ions atdomicos). Portanto, pode-se deduzir que apenas ions
atomicos positivos devem ser considerados como portadores de calor nos corpos
rigidos (isolantes).

Quando as frequéncias proprias de oscilagao infravermelha v de um corpo rigido
sao conhecidas, entao de acordo com o que foi dito também seu calor especifico seria
determinado completamente, bem como sua dependéncia da temperatura, através
da equacido (8a). Desvios importantes da relagdo ¢ = 5,94n seriam esperados em
temperaturas usuais se a substancia em questao tivesse uma frequéncia propria na
banda dptica, entao A < 48y; para temperaturas suficientemente baixas, os calores
especificos de todos os corpos rigidos deveriam ser consideravelmente reduzidos

1ONAT. Aqui p representa a unidade de medida do micron (um). Fazendo a conta: na notagao
moderna temos A\ < (hc)/(kT), onde h é a constante de Planck e k a de Boltzmann. Usando
T = 300 realmente encontra-se 48 pym, nao 4,8. Deve haver, portanto, um erro de digitacao,
também porque o valor correto é usado imediatamente depois.



a medida que a temperatura diminui. Além disso, a lei de Doulong-Petit, bem
como a lei geral ¢ = 5,94n, deve ser valida para todos os corpos em temperaturas
suficientemente altas, se novos graus de liberdade de movimento (ions eletronicos)
nao se manifestarem nessas temperaturas.

Ambas as dificuldades mencionadas acima sao removidas pela nova
interpretacao, e parece-me provavel que esta deva ser mantida, em principio.
Naturalmente, nao se deve pensar que essa interpretagao corresponda exatamente
aos fatos. Os corpos rigidos sofrem, quando aquecidos, variagoes na estrutura
molecular (por exemplo, varia¢oes de volume) que estdao associadas a variagdes no
contetido de energia; todos os corpos condutores rigidos contém massas elementares
em movimento livre que contribuem para o calor especifico; as oscilagoes térmicas
cadticas sao talvez de uma frequéncia distinta das estruturas elementares proprias
em processos 6pticos. Finalmente, a hipotese de que as estruturas elementares
consideradas possuam uma frequéncia de oscilacao independente da energia
(temperatura) €, sem davida, inadmissivel.

No entanto, é interessante comparar nossas consequéncias com a experiéncia.
Uma vez que trata-se agora de uma aproximagao grosseira, assumimos agora
de acordo com a regra de F. Neumann-Kopp que cada elemento, mesmo que
individualmente nao possua um calor especifico anormalmente pequeno, faz a
mesma, contribuicao para o calor especifico molecular em todas as suas ligas
solidas. Os nameros na tabela abaixo sao apresentados no livro de quimica
de Roskoe. Observamos que todos os elementos de calor especifico atomico
anormalmente pequeno possuem um pequeno numero atémico; isto é esperado
de acordo com nossa teoria, uma vez que ceteris paribus grandes frequéncias de
oscilacao correspondem a pequenos pesos atomicos. Na tltima coluna da tabela
sao dados os valores de A em microns que se obtém a partir destes valores sob a
hipotese de que os tltimos sejam vélidos para T = 300, com a ajuda da relagao
apresentada entre x e c.

Além disso, tiramos das tabelas de Landolt e Bornstein alguns dados sobre
as frequéncias de oscilacao proprias infravermelhas (reflexdo metélica, radiagao
de repouso) de alguns corpos rigidos transparentes; os A observados estdo na
tabela de dados seguinte como “A observado”; os valores em “\ calculado” sao
tirados da tabela acima, desde que se refiram a 4&tomos de calor especifico atémico
anormalmente pequeno; para os restantes ¢ A > 48u.

Na tabela, apenas NaCl e KCI contém atomos de calor especifico normal; de
fato, os comprimentos de onda de suas oscilacoes proprias sao maiores do que
481. As substancias restantes contém apenas atomos com um calor especifico
anormalmente baixo (exceto Ca); na verdade, as frequéncias proprias dessas
substancias sao encontradas entre 4,8u e 48u. Em geral, os A teoricamente
determinado por calores especificos sao consideravelmente maiores do que os
observados.  Essas discrepancias encontram talvez sua explicacao em uma
variabilidade forte da frequéncia da estrutura elementar com sua energia. Seja
como for, em qualquer caso, a concordancia entre os \ observados e os calculados,
tanto no que diz respeito a sequéncia como a ordem de grandeza, é verdadeiramente
notavel.

Agora queremos aplicar a teoria aos diamantes. A frequéncia propria
infravermelha destes nao é conhecida, mas pode ser calculada com base na teoria
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Speziﬁsche
Element A A
Atomwirme ber.
S und P 5,4 42
Fl 5 33
0 4 21
Si 3,8 20
B 2,7 15
H 2,3 13
C’ 1,8 12
1 E .
Korper Abeob. ; Aper.
CaFl | 24; 31,6 33; > 48
NaCl 51,2 > 48
KCl - 61,2 ! > 48
- CaCO, 6,75 11,43 29,4 12; 21; > 48
Si0, 8,55 9,0; 20,7 205 21



apresentada se para um valor de T" o calor especifico molecular ¢ for conhecido; o
x que pertence a ¢ pode ser calculado imediatamente a partir da curva e daqui A
é determinado de acordo com a relacao (T'L/B\) = .

Utilizo os resultados da observacao de H. F. Weber, que tirei das tabelas de
Landolt e Bornstein (veja-se tabela). Para T = 331,3 temos ¢ = 1,838; daqui
segue de acordo com o método dado A = 11,0u. Com base neste valor, os da
terceira coluna da tabela sdo calculados de acordo com a formula = = (T'L/S\)
(B =4,86.10"11).

T ¢ T
222 4 ' 0,762 0,1679
262,4 ~ 1,146 0,1980
283,17 | 1,354 0,2141
306,4 1,582 0,2312
331,3 1,838 0,2500
858,5 2,118 - 0,2705
413,0 2,661 0,3117
479,2 3,280 0,3615°
520,0 3,631 0,3924
879,7 5,290 -9,6638

1079,7 " 5,387 0,8147
1258,0 5,507 » 0,9493

Os pontos cujas abscissas sao = e cujas ordenadas sao dadas na tabela, sao os
valores de ¢ determinados pelas observacoes de Weber, e deveriam estar na curva
x, c representada. Introduzimos — denotados por anéis — esses pontos na figura
acima; realmente, eles ficam proximos & curva. Devemos, portanto, assumir que os
portadores elementares de calor nos diamantes sejam estruturas aproximadamente
monocromaticas.

De acordo com a teoria, deve-se esperar também que o diamante mostre um
méaximo de absorcao para A = 11pu.

Berna, novembro de 1906.

(Recebido em 9 de novembro de 1906.)



Errata do meu trabalho: "Teoria da radiacao de
Planck etc..";

por A. Einstein.

Na obra mencionada, publicada no volume de janeiro deste ano, escrevi: “De
acordo com a pesquisa de Drude, essas frequéncias proéprias sao atribuiveis aos
mesmos atomos ponderaveis (fons atomicos). Portanto, pode-se deduzir que apenas
fons atomicos positivos devem ser considerados portadores de calor em corpos
rigidos (isolantes).”

Esta frase deve ser considerada incorreta por duas razoes. Em primeiro
lugar, ¢ necessario assumir nao apenas ions atdomicos positivos, mas também
negativos. Em segundo lugar — e este é o ponto essencial — a pesquisa de
Drude nao justifica a hipotese de que cada estrutura oscilante que entre como
portadora de calor sempre tenha uma carga elétrica. Podemos, portanto, concluir
da existéncia de uma regiao de absor¢ao (sob as restri¢oes dadas) a existéncia de
um tipo de estruturas elementares que contribuem para o calor especifico com
uma dependéncia caracteristica da temperatura; a conclusao oposta, entretanto,
nao é valida, uma vez que pode muito bem haver portadores de calor sem carga,
ou seja, tais que eles ndao se manifestem opticamente. A ultima circunstancia é
particularmente esperada para atomos nao quimicamente ligados.

A conclusao tirada na ultima frase da discussao das propriedades do calor
especifico dos diamantes é, portanto, incorreta. Deveria ser:

“De acordo com a teoria, deve-se esperar também que o diamante mostre um
méaximo de absorcao para A = 11u ou que o mesma nao possua sequer nenhuma
frequéncia propria infravermelha detectével opticamente.”

(Recebido em 3 de marco de 1907.)
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