13. O principio de conservacao do movimento do
centro de gravidade e a inércia da energia;*

di A. Einstein.

Em um trabalho publicado no ano passado®) mostrei que as equagoes eletroma-
gnéticas maxwellianas levam, junto com o principio da relatividade e o principio da
energia, a consequéncia de que a massa de um corpo muda como resultado de uma
mudanca em seu conteido de energia, qualquer que seja essa variacao de energia.
Acontece que, para uma variacao de energia de magnitude AE deve corresponder
uma variagao de massa de magnitude AE/V?, onde V é a velocidade da luz.

Neste trabalho irei mostrar que essa proposicao ¢ a condigao necessaria e su-
ficiente para que a lei da conservacao do movimento do centro de gravidade seja
vélida (pelo menos em primeira aproximagao) mesmo para sistemas em que nao s
ocorrem processos mecanicos, mas também eletromagnéticos. Embora as simples
consideracoes formais que devem ser feitas para a demonstracao desta afirmacao ja
estejam contidas, em esséncia, em um artigo de H. Poincaré?), para maior clareza,
nao vou me basear nesse trabalho.

§ 1. Um caso especial.

Seja K um cilindro oco rigido, livre para se mover no espago, mas em repouso.
Em A haja um dispositivo que envie uma certa quantidade de energia radiante S,
através da cavidade, para B. Durante a emissao dessa quantidade de energia, uma
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pressao de radiacao atua na parede interna esquerda do cilindro oco K, que lhe
confere uma certa velocidade para a esquerda. Como é facilmente demonstrado
pelas leis da pressao de radiacao, se o cilindro oco tem massa M, entao esta ve-
locidade ¢ igual a %%, onde V é a velocidade da luz. K mantém essa velocidade
enquanto o complexo radiativo, cuja extensao espacial seja considerada muito pe-
quena em relacao a da cavidade de K, é absorvido em B. A duragao do movimento
do cilindro oco é (negligenciando as contribui¢oes de ordem superior) igual a a/V
onde « é a separacao entre A e B. Apos a absor¢ao do complexo radiativo em B,
o corpo K estd novamente em repouso. Durante o processo radiativo considerado,

K mudou-se para a esquerda por uma distancia:
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No espaco oco de K seja dado um corpo k, que é imaginado sem massa, por
simplicidade, e também seja dado um mecanismo (inclusive sem massa) que mova
k, inicialmente encontrado em B, para frente e para tras entre B e A. Depois
que a quantidade de radiacao S ¢é recebida em B, essa energia ¢é transferida para
k e a partir dai k& move-se para A. Eventualmente, a quantidade de energia S é
recebida novamente pelo cilindro oco K em A e k volta para B novamente. Todo
o sistema agora passou por um processo ciclico completo que vocé pode imaginar
se repetindo quantas vezes quiser.

Se for assumido que o corpo movel £ nao tenha massa mesmo quando ele adqui-
riu a quantidade de energia S, entao deve-se também supor que o retorno da energia
S nao esteja relacionado a uma mudanca no estado de movimento do cilindro oco.
O resultado de todo o processo ciclico descrito, portanto, consiste apenas em um
deslocamento 0 de todo o sistema para a esquerda, e esse deslocamento pode ser
feito tao grande quanto desejado, repetindo o préprio processo ciclico. Obtemos
assim o resultado de que um sistema originalmente em repouso, sem forgas exter-
nas agindo sobre ele, pode mudar a posicao de seu centro de gravidade a vontade
e sem que o sistema sofra uma mudanca permanente.

E claro que o resultado obtido nao contém contradicoes internas; no entanto, ele
se choca com as leis fundamentais da mecanica, segundo as quais um corpo inicial-
mente em repouso, sobre o qual nada atua, nao pode realizar nenhum movimento
de translacao.’

Supondo, entretanto, que a inércia E/V? pertenga a essa energia E, entao a
contradicao com os preceitos da Mecanica desaparece. Segundo esta hipdtese, o
corpo mével k possui, portanto, massa S/V? enquanto transporta a quantidade de
energia S de B para A; e como o centro de gravidade de todo o sistema durante
este processo deve estar em repouso, de acordo com a lei do centro de gravidade,
entao o cilindro oco K experimenta durante o mesmo processo um deslocamento

INdT. Explicado em outras palavras, quando uma onda eletromagnética, ou um pacote de
ondas eletromagnéticas (chamado de ”complexo radiativo” por Einstein) é emitido a partir de
A, o recuo coloca o cilindro oco em movimento para a esquerda, pois ondas eletromagnéticas
possuem momento linear. Quando estas sdo absorvidas em B, um novo recuo para o cilindro.
Estamos aplicando a conservacao do momento linear. Agora, o corpo moével k, tendo massa zero,
é capaz de trazer a energia de volta para A, mas nao o momento linear. Para isso, um movimento
perpétuo pode ser estabelecido.
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Uma comparagao com o resultado acima mostra que (pelo menos como uma
primeira aproximagao) 0 = ¢’, ou seja, portanto, que a posicao do sistema antes
e depois do processo ciclico é a mesma. Assim, a contradicdo com os preceitos da
mecanica é eliminada.?

§ 2. Sobre a lei de conservacao do movimento do
centro de gravidade.

Consideremos um sistema de n pontos materiais discretos com massas mq,
msa, ...m, e coordenadas do centro de gravidade z,...z,. Esses pontos sejam
entendidos nao como estruturas elementares no sentido termodinamico e elétrico
(dtomos e moléculas), mas como corpos no sentido comum da palavra, de pequenas
dimensoes, cuja energia nao é conhecida pela velocidade do centro de gravidade.
Essas massas sejam capazes de interagir umas com as outras tanto por meio de
processos eletromagnéticos, quanto por meio de forcas conservativas (por exemplo,
gravidade, vinculos rigidos); no entanto, queremos levantar a hipdtese de que tanto
a energia potencial das forgas conservativas quanto a energia cinética do movimento
do centro de gravidade das massas devem ser sempre consideradas infinitamente
pequenas em comparacao com a energia “interna” das massas myq,...m,.

2NdT. Por outro lado, se uma massa S/V? est4 associada ao corpo mével k quando carrega a
energia S, entdo tem momento linear e portanto quando parte de B para retornar a A o cilindro
oco recua para a direita. Nestes processos de recuo, o momento linear é conservado, o que é
equivalente a dizer que o movimento do centro de gravidade é conservado.



Sejam as equacoes Maxwelliana-Lorentzianas validas em todo o espaco:®
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representa a densidade da eletricidade multiplicada por 4.
Adicionando as equagoes acima, cada uma multiplicada respectivamente por
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47 47 47 (5)
e integrando as mesmas sobre todo o espaco, apds algumas integragoes por partes,

obtém-se assim a equacao’

4% d 1 2 2 2
Vv

—a | (YN = ZMydr =0. (6)

O primeiro membro desta equagao representa a energia fornecida pelo campo ele-
tromagnético aos corpos my ... m,. De acordo com nossa hipdtese da dependéncia

3NdT. Nessas equacoes X, Y, Z sdo os componentes cartesianos do campo elétrico E, enquanto
L,M,N os do campo magnético B, e unidades gaussianas sao utilizadas. As trés primeiras

equagoes representam %J + %%} = rot B e as segundas trés +92 = —rot E. A densidade de

V dt
corrente deve ser definida como J = up e portanto (u,v,w) sdo os componentes de velocidade

da densidade de carga. No trabalho original de Einstein, provavelmente ha um erro de digitagao,
pois s6 aparece u nas trés primeiras equagoes .
ANdT. Isto é o = div E.

SNdT. Esta equacdo representa a conservacio de energia e hoje é mais frequentemente en-

contrada escrita, na forma diferencial, no teorema de Poynting J - E + % + div S = 0, onde

U = %Ez + %BQ é a densidade de energia do campo eletromagnético e S = VE x B é o vetor
de Poynting. Einstein multiplica esta equagao por x e, em seguida, integra por todo o espaco.

Desta forma, a ultima contribuicao isola o componente = do vetor de Poynting.

4



das massas da energia, devemos, portanto, igualar o primeiro adendo da soma a

expressao
dm
2 -
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uma vez que, como sugerido acima, os pontos materiais individuais m, variam sua
energia e, portanto, sua massa, apenas através da absorcao de energia eletroma-
gnética.

Se também atribuirmos uma densidade de massa (g.) ao campo eletroma-
gnético, que difere da densidade de energia por um fator de V2, entdao o segundo
membro da equagao assume a forma:

v2% { / a:gedT} | (8)

Denotando por J a integral aparecendo no terceiro membro da equacao, esta

ultima torna-se:
dm, d 1
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Devemos agora investigar o significado da integral J. Multiplicando a se-
gunda, terceira, quinta e sexta das equacgoes respectivamente pelos fatores NV,
—MV, —ZV, YV, somando-as e integrando-as no espaco, obtemos, apds alguma
integracao por partes,

% - —47rv/ ﬁ <X + %N - %M) dr = —4VR, (10)
onde R, é a soma algébrica dos componentes = de todas as forgas exercidas pelo
campo eletromagnético nas massas my,...m,. Como a soma correspondente de
todas as forcas derivadas de interacoes mutuas conservativas da zero, ao mesmo
tempo R, é a soma dos componentes x de todas as forcas exercidas sobre as massas
m,,.5

Agora queremos lidar primeiro com a equagao (10), que é independente da
hipdotese de que as massas dependem da energia. Primeiro, desprezamos a de-
pendéncia das massas da energia e denotamos por X, a resultante de todos os
componentes x das forcas agindo em m,, entao devemos definir para a massa m,,
a equacao do movimento:
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entao também obtemos:

<y (mddit) Y x, =k, (12)

SNdT. O vetor de Poynting representa a densidade de energia de momento do campo eletro-
magnético e, portanto, sua integral sobre todo o espago, derivada em relagao ao tempo, representa
a forga que atua sobre o sistema de cargas.




Da equacgao (12) e da equagao (10) obtemos

I

dx,
T + Z My~ = constante. (13)

Se agora reintroduzirmos a hipotese de que as quantidades m, dependem da
energia e, portanto, também do tempo, surge a dificuldade de que, neste caso,
as equagoes mecanicas nao sao mais conhecidas; o primeiro sinal de igualdade da
equagao (11) ndo é mais vélido. No entanto, deve-se notar que a diferenga
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é de segundo grau na velocidade. Se todas as velocidades sao tao pequenas de
forma que os membros de segundo grau podem ser desprezados, entao, mesmo
quando a massa m, ¢ variavel, a equagao se mantém

d dzx,
it (muﬁ> =X, (15)

pelo menos no nivel de aproximacao considerado. Portanto, as equagoes (12) e (13)
sao também vélidas, e obtém-se a partir das equagoes (12) e (9):

d
at [Z(mu%) + /xgedT} = constante. (16)

Denotando por & a coordenada X do centro de gravidade das massas pon-
deraveis e da energia de massa do campo eletromagnético, temos portanto

Yo(myx,) + [ zodr
Somy, + [oedr
onde, de acordo com o principio da energia, o valor do denominador do lado direito

é independente do tempo.!) Podemos, portanto, escrever a equagao (16) também
na forma:

§= (17)

dg
— = cost. (18)
dt

Portanto, ao atribuir a essa energia E a massa inercial £/V?, o principio de con-
servacao do movimento do centro de gravidade ¢é valido — pelo menos em primeira
aproximacao —, mesmo para sistemas em que ocorrem processos eletromagnéticos.

Da investigacao acima, segue-se que ou se deve renunciar a lei fundamental da
mecanica, segundo a qual um corpo originalmente em repouso, nao sujeito a forcas
externas, nao pode realizar nenhum movimento de translacao, ou se deve assumir
que a inércia de um corpo depende do conteido energético deste, de acordo com a
lei dada.

Berna, maio de 1906.

(Recebido em 17 de maio de 1906.)

IDe acordo com a interpretacdo desenvolvida neste trabalho, a lei da constancia da massa é
um caso especial do principio da energia.



